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� ������� ���
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A(i : j, d : e)� ���� A �� ����������� �� P 	���� �����
�� ��� ��� �������� A = [A0; A1; · · · ; AP−1] ����� ���
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������� B ��� C� �� �����
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 	� ���!������ �������!��� 	����� �� ����
���
�� ��� "��� ���������� ��� 
����
 A �� ����������� ��
�������#

A =
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A11 A12

A21 A22

]

����� A11 �� �� ���� b× b� A21 �� �� ���� (m− b)× b� A12

�� �� ���� b× (n − b) ��� A22 �� �� ���� (m− b)× (n−
b)� �� ����� ������� ����� ������� ��������
�� ����
"��� ��
����� ��� �� ������������� �� ��� "��� 	���� 
����
�� ���� �����
���� ��� 	���� U12� ��� �������
��� �������� 
����
 A22�
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��� ��%������ ���� ������� �� ����� �
������
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� ���� �� ��� ������������� �� ��� "��� 	���� 
����
�� ���� ���� ��� ��� �� ��!����� ��������� ��� 
������� �� ������
��� "��� � ������������� ���� �� �����
� ���� ��� �� ��!�� ���� �� ������"��� &������ ��� ��!��
���� ��� ���
���� �� ��� "��� 	 ��������� �� 
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A ��� ��� �� ������������� ���� �� ��!����� �� ���
"��� 	���� ����
� �� ������
��� ���� ��������� ����
��� "��� 	���� ����
� �� ����������� �� P 	���� ����
[A0; A1; . . . ; AP−1]� �� �������� P = 4 ��� �� ��� 
���� ���� m ��!���� 4�

$�� ������������� ���� ������ 	� ������
��� ��� ��
������������� ���� ������� ��!����� �� ���� 	���� ���
Ai� �� ��������� �� '(������ )� $��� ����� �� � �� 
��
�������� �� ����� ��� "��� ������� Π̄0� �� �� m×m
	���� �������� 
����
� ����� ���� �������� 	���� Π̄i0

�� � ���
������� 
����
� $�� ������ ������� L̄0� �� ��
m × Pb 	���� �������� 
����
� ����� ���� ��������
	���� L̄i0 �� �� m/P × b ����� ���� ����������� 
����
�
$�� ����� ������� Ū0� �� � Pb × b 
����
� ����� ����
	���� Ūi0 �� � b× b ����� ���������� ������� *��� ����
���� ���� ��
� �� ����������� �� ���� 	���� ��� � ��� ��
b �������� ����������� ����� ����� ���������� �� ���
"��� b ���� �� Π̄T

i0Ai� ���� i = 0 . . . 3�
+��
 ��� P ���� �� ����� ��!�� ����� �� ������
 �

	����� ���� ,�� ����� log2 P = 2 �� ��� �
�
���- ��
�� �������������� �� 
������� �� ���� 2b×b �� �������� b
���	�� ��!�� ����� $�� . �� �������������� �� ��� ���!��
�� ��� ����� . 	����� ���� ��� ����� �� '(������ .�
��
	���� �� ��� 
����
� $��� ����
�������� ����� ��
� Pb×Pb ���
������� 
����
 Π̄1� � Pb× 2b ������ L̄1

��� � 2b× b ������ Ū1�
$�� ���	�� ��!�� ���� ��� �	������ ����� ��������

��� 
��� �� ����
�������� ,�� ��� ���� �� ��� ����� 
. 	����� ����- �� ��� ��!�� ���� ������"�� ���!�������
$��� �� ��������� �� '(������ /� *��� ���� �� ��� ��

��� ���� ��!��� ��� ����������� �� ��� �� ����� ��

��������������� ��� ������������� �� ����� ��
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	��
�� ���� �
����� ���� b ��� ������ �� ��� ��
� �����

$�� ���
�������� ������"�� �� ��� �������������
���� ��� ������� �� ��� �������� 
����
 A� $��� ��� ��
������������� ���� �� ��!����� �� ��� "��� 	���� ����
�
�� ������
��� ��� 	���� ��� �� U �� ��
����� ��� ���
�������� 
����
 �� �������� *��� ���� U11 = Ū2� $��
������������� ��������� �� ��� �������� 
����
 Ã22� $��
���
������� 
������� Π̄0, Π̄1, Π̄2 �� ��� ��!� ��� ��
�
��
�������� 0� �	��� �� ��������� �� �������� ����
Π̄1, Π̄2 ��� �
������ 	� ��� ����������� �������� 
� 
������ �� ��� ��
������ �� Π̄0�

Π̄T
2 Π̄T

1 Π̄T
0 A =

[
L11

L21 In−b

]
·

[
Ib

Ã22

]
·

[
U11 U12

In−b

]

$�� �� ��!����� �������� ��� ��!���� �
������� ���� 
������������ +����� ���� b = 1 �� P = 1� �� ��!����� ��
�(��!����� �� ������� ��!������ &������ ��� ���
�������
�� ���� ����
� �� A ����� �� � ���� ) ������ �� ���
�������� 
����
� $�� ���� ) ������ �������� �� �����
�
����
������� �� 	� !��� �
������� ��� ��� ���	�����
�� �� ������������� 1)23� � ����� ���� ������ 
����
���� �� �� �����	�� �� �������������� �� ��� �
�
��� ��
������� �������� �����	�� ��� �������� ��
������ ������
�������� ��!����� 1)23� $����� ��� ��
������ ����� ��� 
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��������� ��!����� ���������
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����
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���� ���� 	���� ��� Ai �� ��������� ����� ��� 	���� 
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A(:, 1 : b) =

2
664

A0

A1

A2

A3

3
775 =

2
664

Π̄00L̄00Ū00

Π̄10L̄10Ū10

Π̄20L̄20Ū20
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3
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2
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Π̄00
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3
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2
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2
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Ū20
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3
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≡ Π̄0L̄0Ū0

���

2
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Π̄T

0 A
´
(1 : b, 1 : b)`

Π̄T
0 A

´
(m/P + 1 : m/P + b, 1 : b)`

Π̄T
0 A

´
(2m/P + 1 : 2m/P + b, 1 : b)`

Π̄T
0 A

´
(3m/P + 1 : 3m/P + b, 1 : b)

3
775 =

»
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Π̄11L̄11Ū11

–
=

»
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–
·

»
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–
·

»
Ū01

Ū11

–

≡ Π̄1L̄1Ū1

���

» `
Π̄T

1 Π̄T
0 A

´
(1 : b, 1 : b)`

Π̄T
1 Π̄T

0 A
´
(2m/P + 1 : 2m/P + b, 1 : b)

–
= Π̄02L̄02Ū02 ≡ Π̄2L̄2Ū2 ���

����� ����	
������
 
�����
� ����� ��� ���	����
 �
�
������
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  log2 P + 1� ���
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! ���� ��� ������ ����� k = 0 �� � ��
��� �����
"��� 
��� �� ��� ��
��� ���� �� ���������� ���� � ��� ��
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	������ ���� 0 ��
P −1� �
� ���� m ������� P � #� 	�� 
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� �������
�� $%&' fstP (i, k) ��
���� ��� (��� 
�������� �)����� ��
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��� �� ��� ��
��� ���� �� ����� k �� ����� 
������
��� i ����
!�* target(i, k) ������ �� ��� 
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����� 
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�����
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���� ��� 
���
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level(i, k) =
⌊

i
2k

⌋
fstP (i, k) = 2klevel(i, k)
target(i, k) = fstP (i, k) + (i + 2k−1) mod 2k

tgtfstP (i, k) = fstP (i, k) + 2k−1
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 �� ���� Ai = Π̄i0L̄i0Ūi0� +�� Bi �� ������
�� ��� b 
���� ����� Bi =
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Π̄T

i0Ai

)
(1 : b, 1 : b)�

5� ��	 k = 1 �� log2 P ��


 
� i ≥ �������(i, k) ���� � φ = ������(i, k)� τ = i

 ���� � φ = i� τ = ������(i, k)

 ���
�

� +�� l = level(i, k)�

 �� .�������� φ �����
!�� ��� Bi ���� .��������
τ �
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Bφ
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]
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Π̄T
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[
Bφ

Bτ

]
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�� ����
!	���
������ �� A�

7� -��
	�� ��� ����� L ������� Li = AiU
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6.2 Performance of TSLU
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speedup(m,m,Pmax) =
minP≤Pmax,b TPDGETRF (m, m, P, b)

minP≤Pmax,b TCALU (m, m, P, b)
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